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Аннотация.  С  помощью  компьютерного  моделирования  произведена  имитация 
процесса зондирования точечным оптическим лучом ручейного потока смеси эллипсо‐
идов. Предложен метод расчета объемного расхода ручейного потока смеси объектов, 
имеющих форму овалоидов. 
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Abstract. With the help of computer simulation, performed  imitation sounding of the 
punctiform optical beam of single‐row the flow the ellipsoids. For the portion of single‐row 
the flow of ovaloids obtained average statistical ellipsoid of revolution. Offer the method of 
calculating the volume flow of the single‐row the stream of the mixture ovaloids. 

 
Keywords: a mixture of ellipsoids of rotation, average statistical chord mixtures, the vol‐

ume of portion of flow. 
 

Введение.   Данная работа является продолжением исследования об‐
катанных  зернисто/кусковых  потоков  путем  имитационного  моделирова‐
ния в среде Excel статистического массива секущих хорд, образующегося в 
результате  имитации  пересечения  точечным  оптическим  лучом  сенсора 
(SPT) точечной просветности [1, 2, 3] теневых проекций неупорядоченного 
монослойного потока овалоидов. 

Учитывая,  что  объекты  обкатанных  потоков  в  большинстве  случаев 
имеют  форму  овалоидов,  для моделирования,  в  качестве  эквивалентной 
фигуры правильной  геометрической формы,  выбраны две разновидности 
эллипсоида:  вытянутый  эллипсоид  вращения  и  вытянутый  трехосный  эл‐
липсоид. Их размер определяется главным большим диаметром эллипсо‐
ида ሺ݀௔ሻ, а форма главными малыми диаметрами  эллипсоида ሺ݀௕; ݀௖ሻ. Те‐
невой проекцией вытянутого эллипсоида, расположенного на горизонталь‐
ной плоскости в статическом состоянии, является эллипс. Форма эллипса ха‐
рактеризуется [4ହ଺] его коэффициентом сжатия ሺ݇௜ ൌ ݀௕/݀௔ሻ. Форма трех‐
осного эллипсоида характеризуется двумя коэффициентами осевого сжатия 
ሺ݇௕ ൌ ݀௕/݀௔;	݇௖ ൌ ݀௕/݀௔ሻ, а эллипсоида вращения коэффициентом круго‐
вого сжатия ሺ݇௢ ൌ ݀௕/݀௔ ൌ ݀௖/݀௔ሻ. При необходимости перехода от одной 
модели эллипсоида к другой, их коэффициенты сжатия связаны зависимо‐
стью ݇௢ ൌ 0,5ሺ݇௕ ൅ ݇௖ሻ. 

Цель работы. По результатам  компьютерного моделирования  стати‐
стического массива секущих хорд на теневых проекциях ручейного потока 
смеси эллипсоидов, имитирующий результат зондирования порции ручей‐
ного потока сенсором точечной просветности (SPT), проверить возможность 
определения параметров объектов потока и объема порции потока.  

Моделирование  конечного  статистического  массива  секущих  хорд. 
Для удобства моделирования был выбран вытянутый эллипсоид вращения, 
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свободно расположенный на  горизонтальной плоскости, проекцией кото‐
рого на плоскость является эллипс. В этом случае, коэффициенты сжатия эл‐
липсоида (݇௢௜→) и его проекции равны ሺ݇௢௜→ ൌ ݇௜ሻ, а символ (→) уточняет 
условие того, что ось вращения эллипсоида параллельна плоскости его про‐
екции (идеализированный случай потока). Массивы секущих хорд, необхо‐
димые для исследования, были получены путем ранее предложенного [3] 
метода моделирования квази‐бесконечного пошагово – вращающегося пе‐
ременного множества параллельных хорд эллипса.  

Смеси  эллипсоидов  вращения.  Для  исследования  были  сформиро‐
ваны две смеси, каждая из которых состоит из 21 эллипсоида. На теневых 
проекциях  эллипсоидов  смоделированы,  по  одним  правилам,  конечные 
подмножества секущих хорд эллипса, в совокупности образующие множе‐
ство секущих хорд на теневых проекциях смеси эллипсоидов. Размеры эл‐
липсоидов,  характеризуемые  большим  главным  диаметром  (݀௔ ൌ ݀௠),  в 
обеих  смесях  располагались  на  интервале ݀௔ ൌ ሾെ20 ൅ 10ሿ	݉݉,  с  шагом  
∆݀௔ ൌ 0,5݉݉. В смеси 1, форма эллипсоидов изменялась с равномерным 
шагом (∆݇௢→ ൌ 0,02) на интервале  ݇௢௜→ ൌ ሾ0,3; 0,7ሿ. При этом наибольший 
по размеру (݀௔ ൌ 20݉݉) эллипсоид имеет наименьший коэффициент кру‐
гового сжатия (݇௢௜→ ൌ 0,3). Смесь 2, является противоположностью смеси 1. 
В ней наибольший по размеру эллипсоид имеет наибольший коэффициент 
кругового  сжатия  (݇௢௜→ ൌ 0,7),  изменяющийся  на  интервале  ݇௢௜→ ൌ
ሾ0,7; 0,3ሿ с шагом (∆݇௢→ ൌ 0,02). Каждая смесь состоит из следующих двух 
комбинаций, равновеликих по совокупному количеству хорд: 

‐ с условным  закрупнением, когда в смеси равномерно по нарастаю‐
щей от середины увеличено количество эллипсоидов больших размеров, ее 
символическое обозначение (++); 

‐ с условным замельчением, когда в смеси равномерно по нарастаю‐
щей от середины увеличено количество эллипсоидов меньших размеров, 
ее символическое обозначение (‐ ‐). 

Виртуальный среднестатистический эллипсоид порции ручейного по‐
тока,  состоящей  их  смеси  эллипсоидов. Совокупное множество  секущих 
хорд порции ручейного (поштучного) потока, состоящей их смеси эллипсо‐
идов,  образует  виртуальный  консолидарный  овалоид  смеси,  с  парамет‐
рами  (݀௠Ʃ;	ܪƩ;	 Ʃܰ).  Количество  секущих  хорд  ( Ʃܰ)  порции потока  имити‐
рует  количество,  зондируемых  сенсором  (SPT)  объектов  (эллипсоидов)  в 
порции ручейного потока. Величина относительного значения среднестати‐

стической  секущей  хорды  порции  потока  ෡Ʃ/௠ܪ) ൌ /Ʃܪ Ʃܰ݀௠Ʃ),  является 

среднестатистической хордой виртуального среднестатистического эллип‐
соида вращения порции ручейного потока. На ее основе, с помощью извест‐
ной [3] базовой функции перехода для эллипса, определяется коэффициент 
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кругового  сжатия    ݇௢Ʃ→ ≅ ݇௜ ൌ ݂ሺܪ෡Ʃ/௠ሻ  виртуального  среднестатистиче‐

ского эллипсоида вращения порции ручейного потока. 
Объем порции ручейного потока, состоящей из смеси эллипсоидов. 

Совокупный  объем  в  монолите  порции  ручейного  потока,  состоящей  из 
смеси эллипсоидов, представляет произведение объема ( തܸ௜) виртуального 
среднестатистического эллипсоида вращения порции ручейного потока на 
количество всех объектов ( Ʃܰ) этой порции 

Ʃܸ ൌ തܸ
௜ ∗ Ʃܰ ൌ

గ

଺
݀௠Ʃ
ଷ ݇௢Ʃ→

ଶ ∗ Ʃܰ	ሺ݉݉
ଷሻ;                               (1) 

Средний, за время (߬), объемный расход порции ручейного потока  

ܳ௏ఛ ൌ
గ

଺ఛ
݀௠Ʃ
ଷ ݇௢Ʃ→

ଶ ∗ Ʃܰ	ሺ
௠௠య

௠௦
ሻ.                                       (2) 

Были  рассмотрены,  ранее  смоделированные  массивы  секущих  хорд 
различных типов смесей и их комбинаций. В каждом случае производился 
расчет по формуле (1) объема смеси эллипсоидов в монолите и расчет сум‐
марного объема эллипсоидов, составляющих данную смесь. Относительная 
погрешность, возникающая при сравнении рассчитанных объемов,     коле‐
балась в широких пределах. В тех смесях, в которых, по мере увеличения 
крупности  узких  фракций,  форма  эллипсоидов  изменялась  гармонично 
(равномерно) в одну сторону, погрешность колебалась в пределах  ௏∆ߜ  ൌ
േ10%. В случаях негармоничных (скачкообразных, неравномерных) изме‐
нений  формы  в  отдельных  фракциях  крупности,  погрешность  достигала  
௏∆ߜ ൌ േ35%. 

С целью минимизации погрешности при расчете объема порции смеси, 
методом подбора были составлены скорректированные частные функции 

перехода  к  коэффициенту  сжатия    ෘ݇௜Ʃ→ ൌ ݂ሺܪ෡Ʃ/௠ሻ    для  различных  типов 

смесей и их комбинаций. Полученное семейство тестовых частных функций,  
представлено на рис. 1. Там же, для сравнения, представлена базовая функ‐
ция перехода для эллипса [3].  

При  расчете  объема  порции  смеси,  с  помощью  скорректированных 
частных функций перехода, относительная погрешность при гармоничном 
составе смеси колебалась в пределах  ߜ∆௏ ൌ േ1%, а при негармоничном со‐
ставе смеси, в пределах  ߜ∆௏ ൌ േ15%.  

Из сравнения функций перехода (Рис. 1) следует: 
‐  все кривые частных функций перехода расположены по обе стороны 

и в непосредственной близости от аналогичной базовой функции для оди‐
ночного эллипса (проекции эллипсоида вращения); 

‐    разброс  кривых  частных  функций  перехода  (Рис.  1)  объясняется 
накапливающейся систематической ошибкой дискретности, которая возни‐
кает при компьютерном моделировании [3] пошагово ‐ вращающегося пе‐
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ременного множества параллельных  хорд  в  одиночных  эллипсах  различ‐
ного размера и формы и дальнейшем суммировании, полученных больших 

массивов (10ହ െ	10ଽ) секущих хорд в различных комбинациях. Предпола‐
гается, что при реальном измерении массива секущих хорд с помощью сен‐
сора (SPT), дискретная ошибка моделирования исчезнет или станет незна‐
чительной на фоне других предполагаемых ошибок измерения.         

    
Рис. 1. – Тестовые частные функции перехода к скорректированному коэф‐

фициенту сжатия ( ෘ݇௜Ʃ→) среднестатистического вытянутого эллипсоида вра‐
щения порции потока. 

 
С целью дополнительной проверки правильности, рассмотренной ме‐

тодики расчета объемного расхода порции ручейного потока смеси эллип‐
соидов, произведена проверка формулы (2) на ее совместимость с анало‐
гичной известной формулой. 

В работе [1] представлена формула (3) для расчета среднего, за время 
(߬), объемного расхода плоских монослойных зернисто/кусковых потоков 

                                     ܳ௏ఛ ൌ μ1ܦ݂ܤఛݒ ൌ ሺ1ܦ݂ܤఛݒ െ ܶ1ሻ;                              (3) 
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где: ݒఛ  –  средняя,  за  время  (߬),  скорость  потока  в  зоне  измерения, 
 ;ݏ݉/݉݉

B ‐  ширина потока, ݉݉;   
 ଵ ‐ коэффициент поверхностного заполнения зёрнами монослойногоߤ

потока зоны измерения, доли единицы;       

ଵܶ  ‐  коэффициент  незаполнения  зёрнами монослойного  потока  пло‐
щади зоны измерения или оптическая просветность потока непрозрачных 
зёрен, доли единицы (ߤଵ ൅ ଵܶ ൌ 1);      

 – ܦ средневзвешенный по  удельной поверхности  размер  зёрен    по‐
тока, или согласно классификации С. Е. Андреева [1] среднегармонический 
диаметр смеси зёрен материала по массовому выходу (݉݉),                    ܦ ൌ

ሺ∑
ఊ೔		

ௗ೔

௞
௜ୀଵ ሻିଵ;                       

݀௜ и ߛ௜ െ	соответственно средний диаметр и массовая доля  ݅– й фрак‐
ции крупности в смеси зерен;   

݂ – коэффициент формы, согласовывает площадь (в формате 2ܦ) тене‐
вой проекции усредненного зерна порции потока на горизонтальную плос‐
кость, с объемом (в формате 3ܦ), кажущейся для измерительной системы 
(SPT) цилиндрической фигуры. При этом предполагается, что зерна на плос‐
кости расположены случайным образом и находятся в статическом, наибо‐
лее устойчивом состоянии. 

В комплексном параметре   коэффициент формы уточняет, какую (ܦ݂)
долю  занимает  объем  воображаемого  средневзвешенного   (ܦ) зерна  по‐
тока в объеме, кажущемся для измерительной оптической системы  (SPT), 
цилиндрической фигуры. 

Примечание 1. При критическом анализе, ранее произведенного [1] ав‐
тором вывода формулы (3), выявлена незначительная неточность, что было 
причиной некоторой неопределенности при трактовке произведения (݂ܦ). 
Поэтому, по результатам моделирования, в данной работе изложена уточ‐
ненная трактовка параметров (݂; ‐соответствующая предложенному ме ,(ܦ
тоду расчета объема порции смеси эллипсоидов вращения. 

Согласно  определению  [1],  и  с  учетом  примечания  1,  коэффициент 
формы ( ௜݂) среднестатистического зерна порции потока 

  ௜݂ ൌ ௜ܸ/ ௜ܵ݀௜௢;                                                      (4) 
где:  ௜ܸ,  ௜ܵ, ݀௜௢ ‐ соответственно объём, площадь проекции на горизон‐

тальную плоскость и эквивалентный диаметр среднестатистического зёрна 
порции потока.  

Произведение ( ௜ܵ ∗ ݀௜௢), стоящее в знаменателе выражения (4), пред‐
ставляет из себя объем кругового цилиндра, если проекцией эквивалентной 
фигуры является круг. Если проекция имеет форму эллипса, то произведе‐
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ние представляет объем эллиптического цилиндра. Если проекцией явля‐
ется прямоугольник или квадрат, то произведение представляет объем пря‐
моугольного параллелепипеда и так далее. Упомянутые объемы являются 
кажущимися для детектора точечной просветности (SPT). Величина реаль‐
ного объема (4) эквивалентной фигуры равна ( ௜ܸ). Коэффициент формы ( ௜݂) 
учитывает степень различия реального объема ( ௜ܸ) фигуры от, кажущегося 
для (SPT), объема цилиндра   ௭ܸ௜ ൌ ܵ௭௜ ∗ ݀௭௜. 

Например,  при  эквивалентной  фигуре  в  виде  сферы,  коэффициент 
формы равен 

      ௜݂௢ ൌ ௜ܸ/ ௭ܸ௜ ൌ
గ

଺
݀௜௢
ଷ /

గ

ସ
݀௜௢
ଶ ݀௜௢ ൌ 2/3 ൌ 0,6667;                        (5) 

где:  ݀௜௢ െ эквивалентный диаметр, равный диаметру сферы. 
Полученное  выражение  для  сферической  фигуры  показывает,  что 

объем сферы на треть меньше объема, кажущегося для (SPT), цилиндра. 
При рассмотрении эквивалентной фигуры в виде вытянутого эллипсо‐

ида вращения, объем эллипсоида равен  

                       ሺܸ௘௢ሻ௜ ൌ
గ

଺
݀௔௜݀௕௜݀௖௜ ൌ

గ

଺
݀௔௜݀௕௜

ଶ ൌ
గ

଺
݀௔௜
ଷ 	݇௢௜→

ଶ ൌ
గ

଺
	݀ሺ௘௢ሻ௜

ଷ .               (6)    

Откуда,  эквивалентный диаметр ሺ݀ሺ௘௢ሻ௜	ሻ вытянутого эллипсоида вра‐

щения  и  вытянутого  трехосного  эллипсоида  ሺ݀ሺ௘௕௖ሻ௜	ሻ,  выраженные  через 

соответствующие  коэффициенты сжатия эллипсоида, равны 

݀ሺ௘௢ሻ௜	 ൌ ݀௔௜ට݇௢௜→
ଶయ

 ;           ݀ሺ௘௕௖ሻ௜	 ൌ ݀௔௜ඥሾ0,5ሺ݇௕௜→ ൅ ݇௖௜→ሻሿ
ଶయ
 .         (7, 8) 

Коэффициент формы при эквивалентной фигуре в виде вытянутого эл‐
липсоида вращения, с учетом (7) 

ሺ݂௘௢ሻ௜ ൌ
௏ሺ೐೚ሻ೔

௏ሺ೐೚೥ሻ೔
ൌ

ഏ

ల
ௗೌ೔
య 	௞೚೔→

మ

ௌ೐೔∗ௗሺ೐೚ሻ೔	
ൌ

ഏ

ల
ௗೌ೔
య 	௞೚೔→

మ

ഏ

ర
ௗೌ೔
మ ௞೚೔∗ௗሺ೐೚ሻ೔	

ൌ 0,667ඥ݇௢௜→
య

.         (9) 

Полученные выражения верны и для частного случая, когда ݇௢௜→ ൌ
݇௕௜→ ൌ ݇௖௜→ ൌ 1 (сфера). 

Проведенные автором практические исследования  [1]  показали,  что, 
при различных технологических схемах рудоподготовки, для узких фракций 
крупности  циркуляционных  потоков  кимберлитовой  руды  коэффициент 
формы зёрен стабилен и на интервале крупности  [‐50+5мм]  колеблется в 
диапазоне  ݂ ൌ 0,43 െ 0,47.  Для  имитаторов  шарообразной  формы    ݂ ൌ
0,667.  

С помощью формул, представленных в данной работе, рассчитан  ко‐
эффициент  сжатия  для  эквивалентной  модели  среднестатистического 
зерна, измельченных и обкатанных кимберлитовых потоков, в виде вытяну‐
того эллипсоида вращения. Полученные результаты расчета не противоре‐
чат  визуальной  оценке  средней  формы  зерен  циркуляционных  потоков 
(݇௢௜→ ≅ 0,3; 			݂ ≅ 0,45).  
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На примере обкатанных циркуляционных потоков, в условиях действу‐
ющего производства, когда известен гранулометрический состав смеси зе‐
рен потока и массовые доли   (௜ߛ) каждой  (݅) фракции крупности в составе 
смеси,  используя модель эквивалентного эллипсоида, можно  традицион‐
ным  методом  определить  средневзвешенный  коэффициент  формы  для 
смеси зерен разной крупности и формы 

      ሺ݂௘௢ሻƩ ൌ ∑ ሺ݂௘௢ሻ௜ߛ௜
௡
௜ୀଵ ൌ 0,667∑ ௜ߛ

௡
௜ୀଵ ඥ݇௢௜→

య .                         (11) 

Аналогично,  определяется  средневзвешенный  диаметр  смеси  зерен 
потока разной крупности и формы по их массовым выходам 

ሺ௘௢ሻƩܦ ൌ ∑ ݀ሺ௘௢ሻ௜		௜ߛ
௡
௜ୀଵ ൌ ∑ →݀௔௜ට݇௢௜		௜ߛ

ଶయ௡
௜ୀଵ  .                         (13) 

При возвращении к виртуальному среднестатистическому эллипсоиду 
вращения  порции  ручейного  потока  смеси  овалоидов,  полученного  в  ре‐
зультате анализа массива секущих хорд на теневых проекциях порции ру‐
чейного  потока,  его  основными  параметрами  являются  ‐  эквивалентный 

диаметр  (݀ሺ௘௢ሻ௜),  коэффициент  кругового  сжатия  (݇௢Ʃ→),  величина 

наибольше секущей хорды (݀௠Ʃ) в измеренном массиве.   
Для согласования формул (2) и (3), заменим в формуле (3) ширину (ܤ) 

ручейного  потока  и  величину  средневзвешенного  среднего диаметра   (ܦ)
смеси на эквивалентный диаметр  (݀ሺ௘௢ሻ௜)  среднестатистического эллипсо‐

ида вращения порции ручейного потока (ܤ ൌ ܦ ൌ ݀ሺ௘௢ሻ௜). 

Приравнивая две формулы (2) и (3) для одной и той же порции ручей‐
ного потока, получены, представленные ниже, различные взаимозависимо‐
сти между параметрами потока из разных формул 

ܦ   ൌ
ߨ

4

݀݉Ʃ
2
Ʃ→ܰƩ݋݇	
1ߤ߬ݒ߬

 ;                                        (14) 

݂ ൌ 0,667ඥ݇݋Ʃ→
య

.                                          (15) 
После подстановки в формулу  (3) указанных замен и выражений  (14, 

15), получаем равенство формул (2) и (3) 

ܳ௏ఛ ൌ ଵߤܦ݂ܤఛݒ ൌ
గ

଺

ௗ೘Ʃ
య	௞೚Ʃ→

మ

ఛ Ʃܰ.                            (17) 

Таким образом, подтверждена совместимость двух различных вариан‐
тов формулы для расчета среднего объемного расхода.  

Выводы. Из массива секущих хорд, полученного в результате зондиро‐
вания  сенсором  (SPT)  точечной просветности достоверной порции ручей‐
ного (поштучного) потока смеси овалоидов, можно определить количество 
объектов  потока  и  виртуальный  среднестатистический  вытянутый  эллип‐
соид вращения, который отличается от ожидаемого. Он более длинный и 
более сжат, чем ожидаемый. Однако, на основе его параметров, доступных 
из массива секущих хорд, можно, с приемлемой погрешностью, рассчитать 
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его объем. Для этого используется известная базовая функция перехода от 
среднестатистической хорды эллипса к коэффициенту сжатия эллипса. Эк‐
вивалентный диаметр среднестатистического эллипсоида является показа‐
телем средней крупности объектов потока и, предположительно, аналогом 
средневзвешенного диаметра порции потока.                  

 Произведение объема виртуального  среднестатистического эллипсо‐
ида порции ручейного потока на количество объектов в порции за заданное 
время зондирования, позволяет рассчитать суммарный объем в монолите 
порции ручейного потока и средний объемный расход ручейного потока за 
заданное время измерения. 

Доказана принципиальная возможность использования сенсора точеч‐
ной просветности для измерения объемного расхода ручейного потока ова‐
лоидов.  

Рассмотренный  метод  расчета  рекомендуется  применять,  в  первую 
очередь, для контроля стационарных обкатанных зернисто/кусковых техно‐
логических потоков,  таких,  как например: циркуляционные потоки  горно‐
обогатительных производств, потоки товарного керамзита и т.п.  

Нерешенные задачи.  В данной работе рассмотрены идеализирован‐
ные потоки, в которых оси вращения эллипсоидов параллельны плоскости 
их теневых проекций. В реальных потоках ориентация отдельных объектов 
потока в  зоне измерения является случайной,  зависящей от угла наклона 
вектора скорости потока, стесненности движения, формы объектов потока 
и других физико‐механических факторов. Учет указанных факторов является 
задачей следующего этапа исследований.  

Полученные  результаты  вычислительных  экспериментов,  на  основе 
компьютерного моделирования множества секущих хорд, необходимо про‐
верить и уточнить на физической модели измерения расхода ручейного по‐
тока путем его зондирования сенсором (SPT) точечной просветности. 

 
ЛИТЕРАТУРА 

 
1. Волков А.М., Аннов А.А. Индикация производительности радиометрического се‐

паратора. //Обогащение руд, М., 1991. ‐ №4. ‐ С. 3‐6. 
2. А.с. SU № 1734881. Способ определения прозрачности сырьевого потока./        Ан‐

нов А. А., Волков А. М., Карпенко Ю. Н., 1990. 
3. Annov, A., Annov, A.: Average chords and diameters of the ellipse. –LAP, LAMBERT 

Akademic Publishing, 2014. ‐ 50 s. 
      4. М.Я. Выгодский. Справочник по высшей математике. М., 1998. – 846 с.  
 

   




